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АБ НАБЛІЖэННІ ФУНКЦЫІ  | |sin x  РАЦЫЯНАЛьНЫмІ АПЕРАтАРАмІ ФЕЕРА
Анатацыя. Рацыянальныя шэрагі Фур’е былі пабудаваны М. М. Джрбашанам у 1956 г. У прыватнасці, знойдзе-
на кампактнае прадстаўленне іх ядра Дзірыхле. На гэтай аснове В. М. Русак увёў рацыянальныя аператары Феера, 
Джэксана і Вале Пусэна. Частковыя сумы рацыянальных шэрагаў Фур’е, аператары Вале Пусэна і Джэксана знайшлі 
шырокае прымяненне для адшукання класаў функцый, рацыянальная апраксімацыя якіх лепшая за палінаміяльную 
ў сэнсе парадку. Рацыянальныя аператары Феера заставаліся недаследаванымі. таму ўяўляе інтарэс даследаваць іх 
апраксімацыйныя характарыстыкі для элементарных функцый. Перыядычная функцыя | sin |x  адыгрывае практычна 
такую жа ролю, што і функцыя | |x . У дадзенай рабоце з дапамогай метаду вываду параметра ў камплексную плос-
касць атрыманы некаторыя дакладныя і асімптатычныя судачыненні для набліжэнняў функцыі | sin |x  з дапамогай 
рацыянальных аператараў Феера. Паказана ў прыватнасці, што такія набліжэнні адлюстроўваюць асаблівасці ра-
цыянальнай апраксімацыі.
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APPROxIMATION OF  | |sin x  BY RATIONAL OPERATORS OF FEjÉR TYPE 
Abstract. Rational Fourier series were constructed by M. M. Dzhrbashian in 1956. A compact representation of their 
Dirichlet kernel was also found. Later V. N. Rusak introduced rational operators of Fejér, de la Vallée Poussin and Jackson 
type. Partial sums of rational Fourier series, operators of de la Vallée Poussin and Jackson type are widely used for finding 
classes of functions, for which rational approximation is better than polynomial approximation. But in our opinion, rational 
operators of Fejér type are still unexpolred, so it’s interesting to investigate their approximation characteristics for elementary 
functions. The periodic function | sin |x  plays almost the same role in approximation theory as the function | |x . In this article, 
we have obtained some exact and asymptotic ratios for approximation of | sin |x  by Fejér-type rational operators.
Keywords: Fejér-type rational operators, rational approximation
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Уводзіны. У 1956 г. М. М. Джрбашан [1] пабудаваў рацыянальныя шэрагі Фур’е на адзінкавай 
акружнасці, якія абагульняюць трыганаметрычныя шэрагі Фур’е. Некалькі пазней В. М. Русак 
(гл., напр., [2]) увёў рацыянальныя аператары Феера, Джэксана і Вале Пусэна. Частковыя сумы 
рацыянальных шэрагаў Фур’е, рацыянальныя аператары Джэксана і Вале Пусэна знайшлі шы-
рокае прымяненне ў тэорыі рацыянальных набліжэнняў, у прыватнасці ў знаходжанні класаў 
функ цый, якія адлюстроўваюць асаблівасці рацыянальнай апраксімацыі (гл., напр., [3, 4]). Што 
датычыцца рацыянальных аператараў Феера, то яны, на наш погляд, асаблівых прымяненняў 
не знайшлі. Гэтыя аператары, таксама як і ў палінаміяльным выпадку, досыць добра набліжаюць 
«дрэнныя» функцыі. але ўзнікае пытанне: ці рэагуюць яны на асаблівасці рацыянальнай апра-
ксімацыі?
Рацыянальныя набліжэнні функцыі | sin |x   вывучаліся ў [5, 6]. У гэтых працах паказана, што 
раўнамернае набліжэнне функцыі | sin |x   частковымі сумамі рацыянальных шэрагаў Фур’е істот-
на лепшае за палінаміяльнае набліжэнне ў сэнсе парадку. У дадзенай рабоце даследуюцца на-
бліжэнні функцыі | sin |x  з дапамогай рацыянальных апе ратараў Феера.
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1. Дакладныя роўнасці для набліжэнняў функцыі  | |sin x   рацыянальнымі аператарамі Феера. 
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л е м а 1. Для функцыі 2 ( , )nD t x  праўдзіцца роўнасць 
 22 2( , ) = ( ).n nD t x dt x
p
-p pl∫  
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Паколькі функцыя 2 ( , )n x fF  з’яўляецца дакладнай для адзінкі, г. зн. 
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л е м а 2. Функцыя 2 ( , )n x fF  з’яўляецца рацыянальнай парадку не вышэй за 2n, прычым яе 
полюсы вызначаюцца з ураўнення 2 ( ) = 0.n xl







( , ) 2 ,
1 14( )
n n
k k k k
n
k kk kk k
z z
D t x z
z zz = =
 ξ - α - α - α ξ - α
= ξ - + 
- α ξ - α- α ξ - αξ -  
∏ ∏  
дзе = ,   = .it ixz e eξ  Гэта прадстаўленне няцяжка атрымаць з [1].
адзначым, што канструкцыя аператара 2 ( , )n x fF  некалькі іншая, чым у [7], дзе парадак 
рацыянальнай функцыі роўны 2n пры n параметрах 1 2, , , .nα α α  У нашым выпадку мы маем 
той жа парадак 2n, але пры 2n параметрах 1 2 2, , , .nα α α  Больш шырокі выбар параметраў 
дазваляе ў некаторых выпадках палепшыць парадак набліжэнняў.
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Разгледзім	функцыю	 ( ) =| sin | .f x x 	Увядзём	абазначэнне	
 2 2( , ) =| sin | ( ,| sin |), .n nx x x x xε α −Φ ∈   
Паўсюль	далей	будзем	разглядаць	наступны	выпадак:
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– здабытак Бляшке парадку 2n.
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Пакладзем цяпер, што | |< 1, Im 0z z >  і запішам наступнае прадстаўленне: 
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Пераўтворым цяпер інтэгралы 1 5.I I-
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Разгледзім інтэграл I2. Яго падінтэгральная функцыя аналітычная ў абсягу | |< 1, Im > 0.ξ ξ  
таму 
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Для інтэграла I3 маем, што яго падінтэгральная функцыя аналітычная ў абсягу | |< 1, Im > 0ξ ξ , 
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Функцыя g(ξ) аналітычная ў пункце ξ = 0, таму, калі давызначыць функцыю 
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Будзем мець 
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то	атрымаем	у	выніку	формулу	(5).
2. Ацэнкі набліжэнняў функцыі  | |sin x   рацыянальнымі аператарамі Феера. 
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- ξ χ ξ
ξ
ξ - ξ +
∫  
Заўважыўшы, што 
 2 22 cos 1 sin ,  [ 1,1],x xξ - ξ + ≥ ξ∈ -   
атрымаем 
 1 12 22 2 2 21 02 2 2
1 2 2
(1 ) | ( ) | = (1 ) | ( ) | = ,
sin sin sin
n n n nI d d I
x x x-
′≤ - ξ χ ξ ξ - ξ χ ξ ξ∫ ∫   (15)
дзе 
 1 22 20= (1 ) | ( ) | .n nI d′ - ξ χ ξ ξ∫  






















I t k n
t t=
β - - α′ β
β + + α-
∏∫   
Зададзім адвольны лік (0,1).e∈
тады 
 12 0 2 2 =1













∏∫ ∫  (16)
Будзем мець далей 




















β - β -
≤
β + β +-
∏ ∏∫  (18)
Няцяжка праверыць, што, калі β ≤ ε, то 
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+ββ - - β β≤ - ∈ e
β + + β + β
 
Калі ж β > ε, то 
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+eβ - β - e≤ ∈ e










t n n t
t ∈Ω
  β − β ε
≤ − + − ∈ ε  β + +β + ε  
∑∏  




















(1 )( cos 2 cos )
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( 2 cos 1)
x x d
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− ξ ξ − ξ +
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2 2 2 2
2 2 2 2 2
(1 )( cos 2 cos ) cos 2cos 2 4cos sin 4sin
= .
( 2 cos 1) 2 cos 1 ( 2 cos 1)
x x x x x x x
x x x
− ξ ξ − ξ + − ⋅ξ + ⋅ξ −
+ +






(1 )( cos 2 cos )
.
( 2 cos 1)
x x d
x
− ξ ξ − ξ +
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2 2 2 2
(1 )( cos 2 cos )
= cos ln 2sin .
( 2 cos 1) 2 cos 1 2 cos 1
x x d x x
x x x
− ξ ξ − ξ + ξ ξ
ξ −
ξ ξ − ξ + ξ − ξ + ξ − ξ +
∫   
Нарэшце	вылічым	інтэграл	(19),	разумеючы	яго	ў	сэнсе	галоўнага	значэння	па	Кашы	
 
2 2 2 2
1





(1 )( cos 2 cos ) (1 )( cos 2 cos )
V.p. = lim
( 2 cos 1) ( 2 cos 1)
(1 )( cos 2 cos )
= 2cos ln 2.tg
2( 2 cos 1)
x x x xd d
x x





− ξ ξ − ξ + − ξ ξ − ξ +
ξ ξ +ξ ξ − ξ + ξ ξ − ξ +
− ξ ξ − ξ +








( , ) = 1 cos ln , .tg
( ) 2 ( )
n
n n
xx x o n
x x
  
ε α + + →∞  πλ λ   
 
Т э а р э м а	3.	Калі x = 0 ці x = π, то праўдзяцца наступныя няроўнасці: 
 
( )( )2 2
2
2 2
4ln 4 1 ln (0)2







π λ   + πλ  ε α ≤
πλ λ
 	 (22)
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( ,0) = ( ) =sin
(0) 2sin 2














 ε α + λ πλ  




разаб’ём інтэграл (23) на два, распаўсюджаных на прамежкі [0, ]nδ  і [ , ],δ πn  дзе δn – некаторы 
лік, 0 < δn < π. Атрымаем 
 ( )2 1 2
2
4
















I u du dtt
δ  + λ 
 
∫ ∫   
 22 20







I u du dtt
π
δ
 + λ 
 
∫ ∫  
Ацэнім далей інтэгралы I1, I2 зверху. Выкарыстоўваючы няроўнасці 
 | sin | | |, ,x x x≤ ∈  (24)
 2sin , 0, ,
2
x x x π ≥ ⋅ ∈ π  
 
атрымаем 





nI u du dtt
δ π  ≤ + λ 
 
∫ ∫  (25)
Заўважым цяпер, што 
 2 2( ) (0), .n nu uλ ≤ λ ∈  (26)
Таму 
 1 2 2 20 0 0
1 1 1
(0) = (0) = (0) .
2 2 2
tn n
n n n nI dudt t dudtt t
δ δπ π     ≤ + λ + λ πδ + λ     
     
∫ ∫ ∫  (27)
Зоймемся інтэгралам I2. Будзем мець 
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(0) 2 2 (0) (0)
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  π  δ ε α ≤ πδ + λ + π δ + +  πλ δ λ λ      
 
 

































p p  
 i ў другім з атрыманых інтэгралаў зробім замену s = π – t. У выніку будзем мець 
 222 20 0
2
8 1 1








 e α + l pl  
∫ ∫  
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 e α ≥ + l pl  






 2 2 20 0
1 1 1
( ) ( ) = ( ) .
2 2 2
t t
n n nu du t du t t
     + l ≥ + l + l     
     
∫ ∫  
І таму 
 222 2 20 0
2
20
8 1 1 1
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У апошнім інтэграле выканаем замену 
 20
1




 + l 
 
∫  
так як пры такой замене 2
1
= ( ) ,
2
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p p  +l  
  ≥ ≥∫ ∫  (30)












 p + l     
∫  
Цяпер разаб’ём інтэграл I на інтэгралы, распаўсюджаныя на адрэзкі 
( 1)
, ,   = 1,2, , :
2 2








( 1) ( 1)
=1 =1 =12 2
2 1 1 1sin= = ln ,sin
2 2




I dz zdz N C
z k k
p p
p - p -≥ ≥ +p
∑ ∑ ∑∫ ∫  
дзе C – пастаянная Эйлера.













p l  +  e α ≥ >
pl pl
  
Выпадак, калі x = π, разглядаецца аналагічна. 
Заключэнне. ацэнка (12) тэарэмы 2 сведчыць, што набліжэнне функцыі ( ) =| sin |f x x  з да-
памогай аператараў Феера 2 ( , )n x fF  з фіксаванымі рэчаіснымі параметрамі ,   = 1,2, ,α k k n  







 у кожным пункце ( ,0) (0, ).∈ -p px  Гэты вынік прад ка-
заль ны і ўзгадняецца з аналагічным вынікам у палінаміяльным выпадку. Вынік тэарэмы 3 
таксама прадказальны, калі лічыць параметры , 1,2,...,k k nα =  фіксаванымі. 
Зусім іншая сітуація складваецца, калі параметры , 1,2,...,k k nα =  лічыць свабоднымі. Калі, 






 то атрымаем, што 
2
1
( ,0) = , ,




 г. зн. тут няма таго эфекту, які назіраецца ў палінаміяльным выпадку, 
дзе сярэднія Феера набліжаюць гэту функцыю як 
ln
, .





такім чынам, у рацыянальным выпадку з дапамогай аператараў Феера можна наблізіць 




  → ∞ 
 
 пры пэўным выбары рэчаісных 
параметраў α1, α2, … αn. Застаецца адкрытым пытанне, ці магчыма забяспечыць раўнамерную 
ацэнку на ℝ больш высокага парадку, чым у палінаміяльным выпадку, адпаведным выбарам вы-
шэйуказаных параметраў. 
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